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1 Fourierreihen zeitkont. periodischer Signale

=27 1 T - 27
x(t)=z(t+T)= Z cp e T = cp = T/ x(t)e™? Lt
k=—o00
x(t — Tp) = e Tog,
T g (t) = Ch—m
x*(t) = c
x(—t) = C_k
z(at), a>0 = ¢k, Periode I
T
/ x(T)y(t —7)dr = Teydy, x, y gleiche Periode
0 oo
z(t)y(t) = Z ¢ di—;, x,y gleiche Periode
l=—o0
ze(t) = H(x(t) + 2*(—1)) = Re{cy
zo(t) = 3(x(t) — 2% (1)) = JjIm{cy}
Re{z(t)} = (e +cy)
ama() — Ha—cty)
) - 21k
t dt — J 7 Ck
/ x(7)dr mitcy =0 = ﬂ%ck
Einige Fourierreihen !
T — [k — 1]
cos 2t = 30k — 1] + 36[k + 1]
sin 27¢ = 2%.5%—1] - 2%5[/{—1—1]
1
Z 5(t — kT) — — Yk
T
k=—oc0
1, [f<T 20T
a(t) =4 " t<Th — le .
0, T < |t| < % T
|cos Z2t|  (Periode L) = 2 (1"
2 w1 — (2k)?

!Die Funktion 4[] ist der Einsimpuls fiir diskrete Argumente bzw. §(-) die Diracsche Deltafunktion
fiir kontinuierliche Argumente.



Fouriertransformation zeitkontinuierlicher Signale

1 [~ .
x(t) = %/ X (jw) et dw

x(t —Tp)

eIty (t)

rrrrrrtrrereoey ol
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X(jw) = / Z x(t) e vidt
eI X (jw)
X(j(w —w))

X*(—jw)

X(—jw)

X )
X(jw)Y (jw)

5= (X *Y)(jw)
Re{ X (jw)}
JIM{X (jw)}

Xe(jw) = 3(X(jw) + X*(—jw))

Xo(jw) = 5(X(jw) — X*(—jw))
dX (jw)
J dw

(Jw)" X (jw)

1

jin(jw) b X (0)6(w)

Einige Fouriertransformationspaare

5(t — Tp)
eijt
cos wyt

sin wot

i 5(t — kT)
k=—00

i Cr ejﬁt
k=—o00

o(t)
sign(t)
e “o(t), MRe{a} >0
(ntn__l)! “o(t), Re{a} >0

rttrr v reueey

e_jWTO
270 (w — wo)
To(w — wp) + 1 (w + wp)

50 (w —Oowg)

?(5(&) + WO)




Einige Fouriertransformationspaare (Fortsetzung)

2a
—altl - Refa} >0 = —
¢ ’ {a} a? + w?
inwt . 1, < We
sin w X(jw) = w| <w
mt 0, |w|>we
1 |t < T, in wT;
o(t) = t| < Ty 5 SinwT}
0 |t|>T w
1—g < sin? <01
z(t) = n =T N - 2
0 |t| > T 1w
u)2
e_“t2, a>0 — T e
a
d"o(t) .
< "
= (jw)
)
t" = 2" ()
dwm
2
|t] — =

Dualitédt der Fouriertransformation
Die folgenden Korrespondenzen sind dquivalent.

x(t) = X(jw)
X(jt) = 2w (—w)
X (—jt) = z(w)

Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische Signale

[ torar= 5 [~ IxGoPa

—00 —00

Parsevalsche Beziehung fiir periodische Signale

I -
RGO

k=—o00

Poissonsche Summenformel

oo o0

1 A 2
Z z(t+nT) = T Z X (jnwg)e? ™! mit wy = %

n=—oo n=—oo




3 Laplacetransformation

Angegeben sind die Grenzen des Konvergenzgebietes, wobei s = ¢ + jw definiert ist.
Die Grenzen kdonnen durchaus auch +oo sein. Wenn durch “mindestens” gekennzeich-
net, kann der Konvergenzbereich in Einzelfdllen auch grofier als angegeben werden

(zum Beispiel durch Ausloschung von Polstellen).

Zeitfunktion = Laplacetransformierte Konvergenzgebiet
x(t) = X(s) = /OO z(t)e dt | Rp={s|R.. <0 < Ry}
y(t) = Y (s) Ry, ={s|Ry- <o <Ry}
ax(t) + by(t) = aX(s)+bY (s) mindestens R, N R,
z(t — Tp) = e T X (s) R
esotx(t) = X (s — s0) {s|Roe <0 —Re{so} < Ruy}
z*(t) = X*(s%) R.
z(at) — ﬁx () {s|Roe < Me {2} < R,.}
(x*y)(t) = X (s)Y(s) mindestens R, N R,
d%x(t) = sX(s) mindestens R,
—tx(t) = d%X(s) R.
/too x(7)dr = %X(s) mindestens R, N {s|o > 0}

Einseitige Laplacetransformation

Fiir Signale, die fiir ¢ < 0 identisch 0 sind, ist die einseitige Laplacetransformation
identisch mit der gewohnlichen (zweiseitigen) Laplacetransformation.

Merke: Konvergenzgebiet der einseitigen Laplacetransformation ist immer eine
rechte Halbebene.

Obige Eigenschaften gelten weiter, bis auf folgende Ausnahmen:

Zeitfunktion = Laplacetransformierte Konvergenzgebiet
x(t) — X(s) = / z(t)e *dt R, ={s|loc>R,_}
y(t) — Y(s) Ry={s|oc >R, }
1 s s
z(at), a>0 = EX (5) {s|Re {2} > R,_}
(z*y) () — X(s5)Y(s) mindestens R, N R,
%x(t) = sX(s) —z(07) mindestens R,
t
1
/ x(T)dr = -X(s) mindestens R, N {s|c > 0}
- s
"Nur unter der Voraussetzung, da8 y(¢) = 0 und z(¢) = 0 fiirt < 0
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Die folgenden drei Satze gelten sowohl fiir die ein- wie auch beidseitige Laplacetrans-
formation X'(s) bzw. X (s).

Inverse Laplacetransformation

Wihlt man o so, daf$ die Integrationskontur im Konvergenzgebiet liegt (aber ansonsten
beliebig), so gilt (bei der einseitigen Laplacetransformation fiir ¢ > 0)

1 cr+joo
x(t) / X (s)e*ds

B % —joo
Anfangswertsatz

Ist z(t) = 0 fiir t < 0 und existiert lirgl+ x(t), so gilt
t—

lim z(t) = lim sX(s)

t—0+ $§—00

Endwertsatz
Ist z(t) = 0 fiir t < 0 und existiert tlim x(t), so gilt

lim z(t) = lim s X (s)

t—00 s—0



Einige Laplacetransformationspaare

Zeittunktion = Laplacetransformierte | Konvergenzgebiet
d(t) = 1 alle s
1
o(t)t — - o>0
S
1
o(—t) = —— o<0
s
-t 1
t <~ — >0
TR s ’
- (—t) = ! <0
o(— E— o
(n—1)! s"
1
e o(t) = o> —«
S+«
1
e *o(—t) = — o< —«
S+«
Pt (t) = ! >
e —o
n— 1) 4 s+ a)” “
( )
P (-t) <= ! <
e Mo — o< —«
(n—1) (5+a)
s
coswpt) o(t <— >0
(coswit) (1) SR
. wo
t)o(t <= >0
(sinwot) o (%) Ry o
S+«
e~ coswyt) ot — > —q
( ot) o (2) (s + @) + w? ’
. Wo
e~ sinwgt) ot = > —a
( o) o (¢) (s + ) + w? ?
dn
%(5(75) < s™ al].e S
1
o(t)x- - xo(t) = — o>0
N ~ v Sn
n mal
. 0, t<0 . . . . .
Mit o(t) = wird die Sprungfunktion bezeichnet, nicht zu verwechseln mit o = Re{s}.
1, t>0




4 Fourierreihen zeitdiskreter periodischer Signale

N-1 | N2
.27k - 21k
z[n| =z[n+ N] = cpel N " = Ck = ChpN = NZx[n] e N
k=0 n=0
x[n — Ny — eI No ¢,
eI N ] = Ch—m
z*[n] = e
x[—n] = C_k
N-1
zlk]y[n — k] = Negdy, x, y gleiche Periode
k=0
N-1
z[n|y[n] = ¢ dy—y, x,y gleiche Periode
=
ze[n] = 3 (x[n] + 2*[—n]) = Re{ck}
zo[n] = 3(x[n] — 2*[-n)) = jIm{cr}
Re{z[n]} = 2(cx +¢y)
JjIm{z[n]} = s(ee — )
-2k
z[n] — xz[n — 1] = (1 — e‘JT> Ck
- 1
Z x[k] mitco =0 == — 2 Ck
k=—00 1l —e™ '~
Einige Fourierreihen?
Sl = §[k —m)]
cos 2y = 16k — m] + 0]k + m)]
sin 22y = 2%.5[1{:—771] — 2%5[1{:#—771}
i d[n — kN] = k= vk
k=—00 N
1, |n| <N 1 sin(2N; + 1)
rn| = <~ N ok
0, Mi<|n|<% SIn

Parsevalsche Beziehung fiir periodische zeitdiskrete Signale

1 N-1 N-1
S el = Y faf
n=0 k=0

?Bei den Beziehungen ist die Periodizitét von c; mit der Periode N zu beriicksichtigen. Die Funktion
d[-] ist der Einsimpuls.



Fouriertransformation zeitdiskreter Signale

o0

2
x[n] = %/0 X (e7%) 7 dg = X () = Z z[n] e
x[n — Ny = e 0N X (%)
el%onz[n] — X(ej(efeo))
x*[n] = X*(e99)
x[—n] — X(e779)
(z % y)[n] — X ()Y (&)
x[nly[n] — %(X *Y)(el?) (siehe %)
Ten] = %(a:[n] + 2*[—n]) — Re{ X (%)}
zo[n] = §(z[n] — z*[-n]) = FIm{X (%)}
Re{z[n]} = X () = 5(X() + X*(e7))
jIm{z[n]} = Xo(e) = 3(X(e) — X*(e7))
e a9
1 ) )
kz [k] = 1 e_jeX(eja) + 71X (7°)05,(6)
Einige Fouriertransformationen*
§[n — No) =" e~I%No
elfon < 2’/T52ﬂ-(9 — 90)
COS 907?, < 7T(527T(9 - 90) + 7T(527r(0 + ‘90)
sin 90’/7, s Eégw(é - 90) — E(Sgw(e + 90)
> o[n—kN] — Za(e—@)
k=—o00 k:— 00
a[n] <~ m + 7T(52ﬂ-(9)
a O'[n], ’(I‘ < < m
] . < <
smomj O<a<n — X(e) = I, 0<f<a
i 0, a<l|l <
x[n] = Lo nl= M = —sin(2].\71 :_ 2k
0, |n|>MN Sin 5

niert durch (X * Y)(e’?)

3Bei dieser Faltung im perlodlschen Frequenzbereich handelt es sich um die periodische Faltung, defi-
=" XY (e ))dr




Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische zeitdiskrete Signale

3 |w[n]|2:%/0 W\X(eje)\zdé

n=—oo

Spektrum abgetasteter zeitkontinuierlicher Signale

Wird ein zeitkontinuierliches Signal z.(t) mit der Rate 7 abgetastet, so gilt zwischen
der zeitdiskreten Fouriertransformation des entstandenen zeitdiskreten Signals z4[n] =
z.(nT) und der Fouriertransformation des zeitkontinuierlichen Signals die Beziehung

: 1 — 0 — 27k
Xa(e”) = T Z X (JfT )

k=—o00

4Bei den Beziehungen ist die 2r-Periodizitit im Frequenzbereich zu beriicksichtigen. Die Funktion
0[] ist der Einsimpuls fiir diskrete Argumente bzw. §(-) die Diracsche Deltafunktion fiir kontinuierliche
Argumente. 6>, (0) = Y7o 6(0 — 27k).



6 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

In den Beziehungen sind z[n] und y[n] N-Punkte-Signale, d.h. sie haben nur N von
Null verschiedene Werte. Die Notation z[[n]]y = x[n modulo N] ist die periodische
Fortsetzung des N-Punkte Signals z[n]. Es gilt®

z[n] = z{[n]lx Mn[n].

Merkregel: In den DFT-Formeln ist ein N-Punkte Signal stets als eine Periode eines
periodischen zeitdiskreten Signals zu betrachten.

2ln] = (% = X[H efz’&’“"> vl e X[k = (Z z[n) e—j%’%’“n) k]
z[[n — Nolly Ny[n] & e~ Mo X [k]
N 2 [n] & X[k — m]]n Nn k]
z*[n] < X*([—k]]n N []
R e < X*[K]
( z[[m]]n ylln — m]h) N X[k]Y'[K]
z[n]y[n] & (% " x [m]InY([k - m]]N> M (]
we[n] = 3 (z[[n]ly + 2*[[-n]lx) Nv[n] & Re{ X [k]}
wo[n] = 3 (2[[nl]ly — 2*[[-n]ln) Mn[n] <+ jIm{X[k]}
Re{z[n]} & (X[E]N + X [[K]]n) Mn[k]
jIm{z[n]} & (X[K]N — X*[[~K]]n) Mu[k]
Einige DFT Beispiele®
eI = Nélk —m]
cos 22 —  Zolk—m]+ Tk +m— N]
sin 227 n = %6[l€—m]—%6[l€+m—]\7]
d[n] = 1
1, 0<n<<MN
sin(2N; + 1) 2k
tn]=41, N—-N,<n<N-1 <+ ~E
0, sonst

1, 0<n<N-1
>mit der Rechteckfunktion My [n] = { U= ns

0, sonst
In den Formeln gilt 0 <n < N —-1,0< k< N-1und0<m < N — 1.
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7 Z-Transformation

x[n] = % j{X(z)z"‘ldz = X(z) = Z x[nlz™"

n=—oo

Die in der Tabelle angegebenen Bereiche sind die Konvergenzringe der zweiseiti-
gen Z-Transformation und konnen in einzelnen Féllen auch grofler sein.

x[n] & X(z) R, < |z| < R,,
e v(2) Ry, < <R,
axn| + by[n| < aX(z) +bY (2) max(R, ,R, )< |z| <min(R,,, R, )
zn+ng| & 2" X (2) R, < |z| < Ry,
Srln] e X (Zio) 20| Ra_ < |2] < |20| R,
nx(n & —z d);'iz) R, <|z| < Ry,
x*[n] & X*(2*) R, < |z| < Ry,
i-n o X (:-1) R; <lel <
Re{z[n|} < (X (2) + X*(2")) R, <|z| <R,
mfzin]} e 3(X(2) - X*(2Y)) Ry <[z| < Ray
(xxy)n] < X(2)Y(2) max(R, ,R, ) < |z| <min(R, ,R,,)
x[n]y[n] = %j}{X?(JU)Y (%) dv R, R, <|z| <R, R,
i o] o 1 _12_1 X(2) max(R,_, 1) < |2| < R,
k=—o00
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Zeitverschiebung fiir die einseitige Z-Transformation

no—1

zn+ng] < 2™ (X(z) — Z x[n]z‘”) , ng>0

xn—mny] & 27 <X(z) + Zx[—n]z”) , no>0

Residuensatz fiir die inverse Z-Transformation
Rechtsseitiges Signal (xz[n] = 0 fiir n < 0):

1
xln] = % jﬁX(z)z”_l dz = Z Res;{X(2)z"'} n=0,1,2,3...

|Zk|<R;c

Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C werden aufsummiert, wobei der Radius von
C grofier als der Konvergenzradius R, sein mufs.

Linksseitiges Signal (z[n| = 0 fiir n > 0):
1 1 1
x[n| = —]{ X (—) 2l dy = Z Res;, {X (—) z_"_l} n=0,-1,-2-3...
2n) Jor z z
| <Rp=7
Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C’ werden aufsummiert, wobei der Radius von
C’ grofer als - sein mus8.

Achtung: Durch >*"~! kann fiir n = 0 ein zusétzlicher Pol bei z = 0 auftreten. Daher
sollte bei der inversen Z-Transformation der Fall n = 0 getrennt behandelt werden!

Einfacher Pol z.,;, von X(z) = 28
Resi{X(2)2""'} = lim ((z - zook)gz;z"1>
M—facher Pol z,;, von X (z) = SEZ

Res{X(2)="") = 3 - I e ((Z B ka)Mggzzn_l)

2—Zook
Residuum im Unendlichen:

Res.—o{X(2)2" '} = —Res.— {X G) Z_n_l}

Anfangswertsatz der einseitigen Z-Transformation
z(0) = lim X(2)

Endwertsatz der einseitigen Z-Transformation
lim x[n] = liml(z — 1) X(2)

n—0o0

Eingeschaltetes periodisches Signal

ZN

N1 (Z_ xp(n)z_"> , mitx,(n) = z,(n + N)

zln] = zp(njoln] = X(2) = F—
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Einige Z-Transformationspaare

d[n] & 1 vz
z
= > 1
o) — E
n-1 o : 2] < 1
—o[—n — z
z—1
z
a"o|n| & lz| > |af
z2—«
z
—a"o[-n—-1] & |z| < o
z—«
z
na[n] = m ’Zl >1
z
. zZsina
sinan o[n] & |z| > 1

22 —2zcosa+1

] o 2(z — cos a) FES!
cosan o[n z
2?2 —2zcosa+1

Zsin «
plsinan oln] < P |z| > p
22 — 2pz cos a + p?

plcosan on] & 2z = peosa) |z| > p
22 — 2pz cos a + p?

2%sin + zsin(a — )

I < > 1
sinfan + ) o{n 22 —2zcosa+1 12
1
- n>0 & log, : |z| > 1
n z—1
1—e™on z—e @
——on] < a+log, |z| > 1, a>0
n z—1
sin an sin v
oln] & o+ arctan (7) |z| > cosa
n z —cosa

a>0

Normierte Form der bilinearen Z-Transformation

Mit 1 1
s:—Z;, v:tanﬂ&
vz+1 fs
H(z)=Ha(s)| | |
S—; z+1

wird ein analoges Filter mit der Ubertragungsfunktion H,(s) (dabei ist s/27 nor-
miert auf die analoge Bezugsfrequenz f,,) in ein digitales Filter mit der Ubertragungs-
funktion H(z) und der Bezugsfrequenz f, tibergefiihrt (f; ist die Abtastfrequenz).

13



8 Systeme mit Mehrfachtaktverarbeitung

In den angegebenen Formeln sind der Unterabtastfaktor A/ und der Uberabtastfaktor
L ganzzahlig.

z[n] = X (e?)
= X(z)
Ll = -y
ylm] = x[Mm)] = Y () = = ; X < )
— Y(z2)= % X (e’ﬂ“k/le/M)
ylm] = {x (2], m=0,+L,+2L,... P y(e”) = X ( m)
0, sonst
= Y(z) =X (")

14 Revision : 1.9  Date : 2003/10/2114 : 28 : 30



